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Streszczenie
W tym raporcie zostaly zebrane wyniki badari dotyczacych pomiaréw ilosci poréwnan
algorytmu Merge-Sort poprzez wykonanie 100 sortowan dla kazdego n z zakresu 1 — 10°.
Zebrane wyniki zostaly poréwnane z wynikiem otrzymanym poprzez zastosowanie twierdzenia
o rekurencji uniwersalnej. Opracowano takze wzor dla kresu dolnego i gérnego ilosci poréwnan.

1 Wprowadzenie

Definicja 1.1 (Divide and conquer)
Metoda algorytmiczna polegajgca na podziale problemu algorytmicznego na mniejsze podproblemy i
rozwigzaniu ich.

Definicja 1.2 (Big O-Notation)
f(@) = 0(g(2)) & (3¢ > 0)(AN € N)(vn > N)(f(n) < c-g(n))

Sortowanie przez scalanie jest idealnym przykladem algorytmu opartego na technice “divide and
conquer” ("dziel i zwyciezaj”). Zbior liczb zostaje podzielony rekurencyjnie na mniejsze podzbiory,
ktore nastepnie przy bardzo matych zbiorach sg z tatwoscig sortowane i scalane. W algorytmach
tego typu do obliczenia ztozonosci obliczeniowej nieoceniona zdaje sie znajomos$¢é Master Theorem
(twierdzenie o rekurencji uniwersalnej). Pseudokod sortowania przez scalanie jest dostepny w wielu
publikacjach, miedzy innymi w pozycji [CLRS12]. W tym tekscie znajduje sie najwazniejsza czesé
uzytej w pomiarach implementacji, ktora mozna (a nawet trzebal) zoptymalizowaé celem uzyska-
nia lepszej wydajnosci.

Raport jest zestawieniem empirycznie zmierzonej $redniej ilosci poréwnan przez algorytm z wyni-
kiem wyliczonym. Merge-sort bedac algorytmem sortowania opartym na poréwnywaniu elementéw
ma zlozonos$é wieksza badz rowna O(nlogn). Wynika to z faktu, ze w drzewie poréwnan istnieje
n! lidci, a wiec najkrotsza Sciezka wynosi w tym drzewie O(log(n!)), co daje oszacowanie ilogci
poréwnan. Wiazac ze wzorem Stirlinga jest to O(nlogn) poréwnan.

2 Rowanie rekurencyjne

Liczba poréwnan przy scalaniu n elementow wynosi O(n). Kazdy zbior jest dzielony na dwa
mniejsze (w idealnym przypadku na dwa rowne). Rownanie rekurencyjne dla ilosci poréwnan w
tym sortowaniu mozna, wiec zapisa¢ jako:

n
2

Rozwiazanie ponizej rekurencji umozliwia twierdzenie o rekurencji uniwersalnej (ponizej zacyto-

T(n) = 2T(2) + O(n)

wane z jednej z najlepszych publikacji zwigzanych z analizg algorytmow):
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Twierdzenie 2.1 (Master Theorem [SD10])
Jesli T(n) = aT([%]) + O(n?) dla pewnych statych a > 0,b> 1 oraz d > 0, to:

O(n%), gdy d > logya,
T'(n) = § O(nlogn), gdy d = logsa,
O(nt9®)  gdy d < logya

Zmienne dla Master Theorem: a =2,b=2,d =1

Otrzymany wzor zwarty rekurencji:

T(n) = O(nlogyn)

Mozna ograniczy¢ z gory liczbe poréwnari dla zbioru n-elementowego. Liczba poréwnan przy
scalaniu dwoch list, ktére zawieraja w sumie n elementéw wynosi maksymalnie n — 1. Rekurencja
dla ograniczenia goérnego liczby poréwnan:

n

T(n) =T( 5

D+T(5)+n-1

Ograniczenie dolne polega na okresleniu minimalnej liczby poréwnan dla scalania dwoch list, z

ktorych suma elementow wynosi n. W takim wypadku wystepuje |5 | poréwnaii. Otrzymana

rekurencja dla ograniczenia dolnego liczby poréwnan:
n

2

n n

D+TIZ)+13)

T(n) =T(| ;

Taki przypadek bedzie zachodzil dla wszystkich réwnych elementéw.

3 Wykonanie symulatora

Symulator sortowania przez scalanie zostal wykonany w jezyku programowania C++. Za zliczanie
ilogci poréownan dla poszczegéolnych elementéow zbioru odpowiada specjalnie napisana klasa “ele-
ment”, w ktorej przeciazono operatory poréwnania celem zebrania danych statystycznych. Merge-
sort sortuje w rzeczywistosci obiekty typu element, ktorych kluczami sa wartosci elementow dla
zbioru sortowania. Wartosci te sg losowane z rozktadu jednostajnego.

3.1 Kod zZrodlowy klasy element

Kod klasy element:

#include<cstdlib >
#include<iostream>

using namespace std;

template< class T > class element
{
private:
T value;
int compare;

public:
element <T>();
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3 WYKONANIE SYMULATORA

void setValue(T);
void resetCounter () ;
T getValue();

int howCompare () ;
void inc();

bool operator <(element<T>&);
bool operator >(element<T>&);

s

template< class T > element<T>::element ()

{
}

this—>resetCounter () ;

template< class T > void element<T>::setValue(T val)

{
}

this—>value = val;

template< class T > T element<I'>::getValue ()

{
}

return this—>value;

template< class T > void element<T>::resetCounter ()

{
}

this —>compare = 0;

template<class T > bool element<T>::operator >(element<T>& e)

{
this—inc () ;
e.inc();

return (this—>value > e.getValue());

}

template<class T > bool element<T>::operator <(element<T>& e)

{
this—inc () ;
e.inc();

return (this—>getValue() < e.getValue());

}

template<class T > int element<T>::howCompare ()

{
}

return this—>compare;

template<class T > void element<T>::inc ()

{
}

template< class T > void swap2(T& a, T& b)

4++this —>compare;

element.cpp
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3 WYKONANIE SYMULATORA

3.2 Kod zrédlowy funkcji sortujacych - typowa implementacja

Kod funkcji merge () i mergesort():

void merge(int p, int s, int k, element<int>x e)

{
if(k-p = 1)
{
if (e[k] < e[p])
swap2(elk], e[p]);
}
else if(k-p > 1)
{
element<int >% tmp = new element<int >[k—p+1];
int i=0, j=0, i w=s—p+1, j w=k—s;
while (i < i_w && j < j_w)
tmp[i+j] = ((e[itp] < e[s+l+j]) ? e[p+(i++H)] : e[s+(j+H)+1]);
while(i < i w || j < j_w)
tmp[i+j] = ((j <j_w) ? e[s+1+(j+H)] : el[p+(i+H)]);
for(int z=0; z < (i_w + j w); z++)
e|z+p| = tmp|z];
delete [| tmp;
}
}

void mergeSort(int p, int k, element<int>x* e)

{
int s = (ptk)/2;
if(k > p)
{
mergeSort(p, s, e);
mergeSort (s+1, k, e);
merge(p, s, k, e);
}
}

merge.cpp
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4 Wyniki otrzymane z symulatora

4.1 Tabela z danymi

n nlgan Srednia Minimum | Maximum | Wyliczone min. | Wyl. max.

1 0 0 0 0 0 0

2 2 1 1 1 1 1

3 4,755 2,69 2 3 2 3

4 8 4,72 4 5 4 5

5 11,61 7,03 5 8 ) 8

10 33,219 22,55 19 25 15 25

50 282,193 221,16 214 231 133 237

64 384 305,33 294 313 192 321
100 664,386 541,92 528 555 316 573
128 896 736,04 720 749 448 769
200 1528,771 1281,2 1256 1300 732 1345
256 2048 1726,28 1704 1748 1024 1793
500 4482,892 3854,69 3831 3892 2216 3989
512 4608 3961,22 3917 3992 2304 4097
1000 9965,784 8705,65 8649 8742 4932 8977
1024 10240 8948,95 8902 9003 5120 9217
2000 21931,569 19412,75 19356 19464 10864 19953
2048 22528 19942,09 19866 20007 11264 20481
5000 61438,562 55231,5 55138 55308 29804 56809
6400 80920,68 72958,62 72826 73088 39424 75009
10000 | 132877,124 | 120444,22 120291 120572 64608 123617
16384 229376 208647,89 208479 208775 114688 212993
20000 | 285754,248 | 260904,72 260617 261181 139216 267233
30000 | 446180,246 | 408593,62 408352 408812 219504 417233
32768 491520 450077,01 449797 450296 245760 458753
40000 | 611508,495 | 561800,48 561499 562102 298432 574465
50000 | 780482,024 | 718201,34 717794 718570 382512 734465
60000 | 952360,493 | 877184,88 876799 877511 469008 894465
65535 | 1048558,557 | 965695,11 965365 966061 524272 983025
65536 1048576 965712,23 965323 966064 524288 983041
65537 | 1048593,443 | 965725,66 965397 966209 524289 983058
70000 | 1126654,711 | 1038959,94 | 1038682 1039415 555200 1058929
80000 | 1303016,99 | 1203583,32 | 1203077 1204149 636864 1228929
90000 | 1481187,364 | 1369463,42 | 1369038 1369870 723680 1398929
99998 | 1660927,943 | 1536326,52 | 1535794 1536835 815005 1568895
99999 | 1660945,995 | 1536367,03 | 1535944 1536819 815014 1568912
100000 | 1660964,047 | 1536344,66 | 1535965 1537023 815024 1568929

Tablica 1: Wycinek tabeli z wynikami badan

Szczegbdtowe wyniki pomiaréw mozna znalezé pod adresem:
https://dl.dropbox.com/u/35548543/merge/log. ods.
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4.2

5}
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lee+06 + Pomiary

Srednia pomiarow
1.4e+06

1.2e+086 ¢

le+06 |

800000 ¢

600000 ¢

400000 ¢

200000 ¢

O 1 1 1 1
0 20000 40000 60000 80000 100000

Uwagi i wnioski
Dla kazdego n losowane byly liczby z przedziatu od 1 do 40000 z rozktadu jednostajnego.

Oprocz wyniku w Big O-Notation opracowano rowniez ograniczenie dolne i gorne ilosci po-
réwnan dla zbioru n-elementowego.

Wynik otrzymany przy uzyciu Master Theorem jest wynikiem w notacji “"wielkie O”. Po-
réwnujac z otrzymanymi wynikami okazuje sie, ze liczba poréwnan zawsze jest mniejsza od
nlogan, z tego powodu, ze liczba poréwnan przy scaleniu n elementéw nalezy do przedziatu
[l5],n — 1]. Stala c zbiega do wartosci bliskiej 1.

Srednia poréwnarn jest znacznie wyzsza od wyliczonej wartosci minimalnej i (stosunkowo)
niewiele mniejsza od maksymalnej.

Poczatkowo klasa element zliczata osobno poréwnania, dla ktérych dany element okazat sie
mniejszy, wiekszy lub réowny, lecz dla wymogdw tego zadania bylo to rozwiazanie zbedne, a
przy tym bardzo czasochtonne.

Latwy overloading operatoréw spowodowal wybrane do tej implementacji jezyka programo-
wania C++. Dla osiagniecia wiekszej wydajnosci powinno sie jednak wykorzysta¢ “czysty”
jezyk C wybierajac inny mechanizm zliczania poréwnan.

Narzucone wymagania (symulowanie sortowania dla kazdego n z zakresu 1 - 105 po 100 razy)
powoduja, ze zbieranie danych przez symulator trwa bardzo dlugo (nawet kilka tygodni).
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Lepszym pomystem od zastosowanego byloby programowanie rozproszone. Zdecydowano,
ze czesé wynikow bedzie zbierana na innych maszynach (ulatwialy to dane wejsciowe, gdzie

definiowalo sie zakres i ilos¢ sortowan).

e W aplikacji, dla osiagniecia lepszej wydajnosci, powinno sie uzyé watkow. Uruchamiajac
program w dwoch wywolaniach dla innych danych wejsciowych (zakres i ilo$¢ sortowan)

osiagane byly znacznie lepsze rezultaty.
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